Trois ou quatre exemples pour penser les mathématiques
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En tant qu’historien des idées au XVIIe siècle, il m’arrive d’être mû en deux directions opposées : l’une qui me porte à repérer des continuités entre ce siècle et le précédent, l’autre qui m’indique plutôt des ruptures. Le thème de l’exemple et de l’exemplarité relève très nettement, bien plus nettement que je l’imaginais en abordant ce travail, du deuxième genre : la rupture me semble saisissante, du moins en pour ce qui concerne les mathématiques.

Les mathématiques disposent d’un vaste réservoir d’exemples,  à usage  interne ou  bien  externe. Ainsi, prend-on des exemples pour mieux comprendre un problème, une procédure ou un théorème (vertu pédagogique de l’exemple), mais on cite aussi des procédés ou des résultats mathématiques pour envisager ou comprendre une notion générale (l’égalité, le grand, le petit, l’équilibre, le vrai, la variable, le continu, la dimension, le probable, etc.)  

C’est en prenant connaissance, récemment, d’un travail intitulé  « penser les mathématiques au XVIe siècle »
 que j’ai été frappé par le très petit nombre d’exemples mobilisés, à cette époque, pour traiter d’un grand nombre de vastes problèmes philosophiques qui se posaient à propos des mathématiques. Les questions abordées concernent la causalité, la théorie de la connaissance, l’ontologie des êtres de raison, l’adéquation de notre entendement au divin.
L’usage de l’exemple mathématique en philosophie a très classiquement deux corpus d’origine, les dialogues platoniciens et les traités aristotéliciens (ainsi que les commentateurs canoniques, en particulier Proclus, Averroès, Thomas). Ils constituent une présence permanente chez les géomètres et les mathématiciens médiévaux, de la renaissance et de l’âge classique. Comment se présente l’exemple mathématique chez ces deux « auteurs-sources » ?  Je passe d’abord une revue rapide de ce matériel.
Platon, Aristote
Chez Platon, les principaux exemples que l’on rencontre sont la duplication du carré (Ménon 82a-85b), l’inscription d’une aire comme triangle dans un cercle (Ménon 87a-87b), les rectangles rationnels «selon la dynamis » (Théetète, 146c-148b), les troisième et quatrième proportionnelles (République VI et VII, Timée), les séries arithmétiques et géométriques (Timée, 35b-36c), la duplication du cube
. 
Les références aux polyèdres réguliers ne doivent pas être considérées comme des exemples ; elles constituent une doctrine générale concernant la nature géométrique du corps du monde
. De même, la théorie des proportions occupe une place distincte ; elle fournit davantage que des exemples, elle constitue le cœur même de la comparaison des choses, de leur agencement et donc de leur intelligibilité. Ainsi en va-t-il de la définition et de l’ordonnancement des savoirs (République VI, 509d-511e et VII, 533 b-d). La Théorie des proportions ne donne pas un modèle ou un exemple, elle est proprement le moyen de dire ce qui est.

La fonction de ces exemple est, chez Platon, ontologique dans la mesure où ils servent à pénétrer plus avant dans la réalité des choses, à surmonter les apparences sensibles, etc. Je rappelle les contenus principaux des passages mentionnés
· Dans Timée (35b-36c), on découvre la structure mathématique de l’âme du Monde. Le partage du « cercle de l’autre » en sept morceaux se fait selon 1,2,3,4,9,8,27. Au lieu qu’il soit explicite, l’exemple fonctionne presque comme un code, un chiffre qu’il faut interpréter ; au lieu de dévoiler immédiatement, il signale des niveaux secrets ou cachés, situés au delà de l’apparent.  Cette suite se comprend comme dédoublée en 20,21,22,23, alternée avec 30,31,32,33. L’addition des exposants (série arithmétique) correspond à la multiplication des puissances (progression géométrique). 

· Les mathématiciens savent former des termes généraux, conformes à des définitions générales qui échappent et dépassent toute collection particulière ou preuve particulière. Nous en avons une présentation dans le Menon (75a-d), où, à la recherche de la définition de la vertu, Socrate engage d'abord Menon à chercher une définition de la figure, puisque les mathématiciens savent qu’il est inconvenant de donner des cas particuliers en lieu et place d’une définition générale de la chose cherchée.
Dans le Théétète (146c), Socrate demande ce qu’est la connaissance au jeune homme, qui répond en donnant des exemples ; ça ne va pas car si on demandait ce qu’est l’argile, on ne devrait pas répondre en évoquant diverses sortes d’argile, mais donner ce qui est commun à ces diverses sortes.

Théétète indique qu’il connaît cette situation et qu’il l’a récemment rencontrée : son maître Théodore a énuméré une série de cas particuliers, et leur a demandé, comme Socrate pour l’argile, de découvrir ce qu’avaient de commun ces cas particuliers. Le problème est celui des « puissances », problème relevant des lignes incommensurables traité dans le Théétète (147d-148b).  Théodore de Cyrène qui enseignait les mathématiques à cette époque avait « montré » que certains carrés avaient une mesure incommensurable avec le côté (il avait examiné les carrés faisant de 3 à 17 pieds carrés)  alors que certains autres carrés rencontrés dans cette série avaient des côtés commensurables à leur mesure (4, 9, 16)
. Ce passage a été extraordinairement controversé. A la vérité, les démonstrations et théories géométriques associées à cette question sont difficiles et, de fait, non traitées par Platon.

· La géométrie est particulièrement adéquate à la réminiscence. Le passage du Menon (82a-85b) où un esclave de chez Menon est interrogé par Socrate est connu comme exemple de restitution d'un savoir préexistant. Il s'agit de savoir doubler l'aire d'un carré; l'interrogation est menée par une suite de suggestions faites pour compléter la figure et voir apparaître d'abord les difficultés, puis la solution. 
Un carré de quatre pieds étant donné, il s’agit de découvrir le côté d’un carré de surface double de celle du premier. Une série de questions posées par Socrate au jeune homme conduira celui-ci à reconnaître dans la diagonale du carré, une ligne satisfaisante.  La leçon que l’on doit tirer de ce célèbre passage est troublée par la nature du résultat obtenu qui ne correspond que partiellement à ce qui était demandé, à savoir  « quelle serait la longueur [de la ligne] ?» (82 d et 83 e) ; en 83e, un infléchissement est apporté : « A partir de quelle ligne ? Essaie de nous le dire avec exactitude.  Et si tu préfères ne pas donner un chiffre, montre en tout cas à partir de quelle ligne on l’obtient » et à la fin du passage, (84e) le programme  est modifié : « N’avons-nous pas ici une ligne qui va d’un coin à un autre, etc. ». La détermination métrique ou numérique ou algorithmique a été abandonnée au profit d’une construction géométrique
.
· Les mathématiques enseignent la manière du raisonnement par hypothèse qui est performant en philosophie. Cette fonction est explicite dans un passage du Menon qui suit de près le précédent (86a-87b). On sait que la discussion porte sur la nature de la vertu et, en particulier sur le fait de savoir si elle peut s'enseigner. La proposition de Socrate est de chercher si la vertu est une science. Auquel cas, ayant admis que toute science s'enseigne, on pourra conclure. Pour valider l'organisation d'une telle démonstration, Socrate s’exprime ainsi : 
« Quand je dis à partir d’une hypothèse, je parle d’un procédé semblable à ce que les géomètres font souvent au cours de leurs examens, quand on leur demande, par exemple à propos d’une surface, s’il est possible d’inscrire en tant que triangle une telle surface dans un cercle donné. A cela un géomètre répondrait : Je ne sais pas encore si cette surface a une telle propriété, mais je crois à propos d’adopter, pour le problème posé, la forme d’hypothèse suivante. Si la surface en question est telle qu’une fois appliquée sur sa ligne donnée, elle laisse pour reste un espace semblable à l’espace qui a été appliqué, je pense qu’il s’ensuit telle chose, et à l’inverse telle autre chose, s’il est impossible que cette situation se produise. » 

Ce passage a été extraordinairement discuté, en raison de la terminologie peu canonique et du caractère peu explicite de la formulation, pour reprendre les termes de B. Vitrac
. Platon fait référence à la méthode d’application des aires, l’un des chapitres les plus élégants et actuels de la géométrie grecque de cette période
. Ce qui semble clair est la condition suivante pour qu’une aire soit inscriptible, comme triangle, dans un cercle : qu’elle soit inférieure ou égale au triangle équilatéral inscrit dans ce cercle ; sous cette hypothèse, la construction du triangle-solution est délicate et ne semble pas relever des méthodes que l’on trouvera dans les Eléments  d’Euclide. Le recours à une hyperbole (ou à la neusis) paraît incontournable. Quoiqu’il en soit, le texte platonicien ne donne pas d’explications suffisantes pour comprendre les aspects géométriques du problème
. 
Chez Platon, les exemples sont généralement pris dans les mathématiques les plus actuelles de son temps et il est indiscutable que les dialogues sont irrigués par les développements de la géométrie contemporaine  mais, au fond, ils sont assez obscurs pour eux-mêmes : la thèse philosophique qu’ils soutiennent est claire, mais eux-mêmes –à titre de problème ou d’exercice géométriques- sont difficiles d’interprétation. C’est presque le contraire de ce qu’on attendrait d’un exemple qui, bien souvent est en lui-même simple alors que ce qu’il est chargé de faire comprendre ne l’est pas. 

Les cas les plus fréquemment rencontrés chez le Stagirite sont les suivants : la somme des trois angles d’un triangle, l’inscription du triangle dans le demi-cercle, la sphère touchant le cercle en un point, la quadrature du cercle, l’infini des mathématiciens. 

La fonction de ces exemples est essentiellement épistémologique, en particulier parce que les références géométriques constituent un matériau pour examiner les types et la nature des démonstrations, des syllogismes. Ils ont cependant, en second lieu, une fonction ontologique en ce sens que les objets géométriques présentent une manière d’être particulière, abstraite, non substantielle sans doute, mais qui est cependant un mode de l’être
. A nouveau, je passe en revue les exemples aristotéliciens.
· « L’égalité à deux droits » comme écrit Aristote. Il s’agit de ce qui deviendra la proposition I, 32 des Eléments d’Euclide: « dans tout triangle…les trois angles intérieurs du triangle sont égaux à deux droits »
.
Aristote s’en sert pour comparer la démonstration universelle (sur le genre triangle) et la démonstration particulière (sur l’espèce isocèle)
. « Une propriété n’est pas prouvé scientifiquement pour une classe d’objets s’il n’est pas prouvé en vertu des principes et universellement pour toute cette classe » (Heath, I, 319). Le même théorème est utilisé dans l’Ethique à Nicomaque, (III,chap. 5), comme exemple d’un jugement que même les circonstances troublantes (la douleur ou le plaisir) ne sauraient fausser ; comme conséquence nécessaire d’une définition.

· L’angle du triangle inscrit dans le demi-cercle, soit les futurs théorèmes euclidiens III, 31 et 32  (« Dans un cercle, l’angle dans le demi-cercle est droit… »  et la réciproque)  est convoqué à plusieurs reprises par Aristote
.  Dans le premier passage (Seconds analytiques), il s’agit de montrer que la cause matérielle peut servir de moyen terme à la preuve : « Pourquoi l’angle inscrit dans le demi-cercle est-il droit ? » avec présentation d’arguments en faveur de la présence de la cause formelle et matérielle en géométrie.

Le second passage (Métaphysique) pose la même question mais, surtout, apporte cette réponse, « Il est donc clair que les constructions géométriques en puissance sont découvertes quand on les fait passer à l’acte ». Ici, l’exemple géométrique milite en faveur de l’antériorité de l’acte sur la puissance. 

C’est important puisqu’il s’agit d’examiner la cohérence des objets géométriques avec la doctrine de la puissance et de l’acte.

· « Le cercle sensible ne rencontre pas la tangente en un point seulement » (Méta. B, 2, 997b35- 998a4)

On sait à quel point cette question a été discutée, par exemple par Proclus dans son In Euclidem ; les géomètres stoïciens Géminus et Posidonius s’en sont servi,  eux aussi et l’on retrouve ce cas discuté dans le Dialogue de Galilée : Simplicio rappelle que c’est une fiction de géomètre que de dire « sphaera tangit planum in puncto »
. Une longue discussion suit, au sujet de la réalité des objets géométriques et de leur adéquation à la nature des choses. Associés à ce sujet, existent plusieurs passages aristotéliciens sur la définition de la sphère
 qui n’est pas celle, générique, que choisira Euclide. L’argument concerne la présence de matière et de forme dans la notion de sphère.

· La quadrature du cercle d’Antiphon fournit un célèbre exemple de raisonnement éristique à Aristote ;  en effet, elle s’appuierait sur des principes qui ne relèvent pas de la géométrie
. La géométrie sert donc à expliciter les normes de la démonstration.
· Certains autres sujets de géométrie sont présents dans les traités aristotéliciens, mais, comme chez Platon, ils ne fonctionnent pas en tant qu’exemple, mais au service d’une argumentation générale : sur le continu et l’existence en puissance avec la théorie des infinis de division et d’addition
Les auteurs de la renaissance

Un vaste débat, maintenant bien connu, se développe dans la seconde moitié du XVIe siècle ; il concerne la certitudo mathematicarum, et touche en vérité, au-delà de la certitude, le statut des objets et des démonstrations mathématiques
. Parmi les acteurs de cette controverse, on rencontre Marco Zimara (1475-1537), Alessandro Piccolomini (1508-1579), Giacomo Barozzi ( 1537-1604), les jésuites Benito Pereira (1535-1610), Franciscus Toletus (1532-1593), Christophe Clavius (1538-1612), Giuseppe Biancani (1566-1624). J’en donne ici quelques orientations principales.
Piccolomini fait porter la discussion sur les caractères potissima ou simpliciter  de la démonstration, en particulier sur le fait de savoir si elle est  quia (elle dit le comment de la chose) et  propter quid (elle dit le pourquoi) ; la controverse porte aussi sur le matière intelligible qui, si elle est reconnue, fournit un substrat et partant, une causalité matérielle à la démonstration géométrique
; cette matière intelligible pourrait être la quantité indéterminée si tant est qu’elle a un statut reconnaissable chez Aristote; en outre, elle concerne la doctrine de la séparation abstraite et se conjugue avec les (ou s’oppose aux) positions platoniciennes.

La tradition thomiste et averroïste défendait le statut potissima de ces démonstrations avec, pour Averroès, la reconnaissance de causalité matérielle et formelle.

Piccolomini réfute le statut supérieur des mathématiques pour deux raisons principales : d’abord selon leurs objets car elles n’ont pas de matière (substrat et donc cause matérielle), ensuite selon leur mode de démonstration car elles sont sans cause. Barozzi défend le statut intermédiaire de la géométrie qui en fait une science au dessus de la physique ;  elles sont donc au plus haut rang de la certitude.
Pereira propose des schèmes de classification des sciences, selon l’ordre, le mode de démonstration, la priorité, pour finalement remettre en cause la hiérarchie aristotélicienne. Comme on le sait, Clavius développe un argumentaire complet en faveur de la certitudo mathematicarum et de l’éminence des objets. Zimara insiste sur la valeur du concept de matière intelligible ; la démonstration mathématique est potissima, même si elle n’est pas toujours simpliciter. 

Quels exemples utilisent ces auteurs ?

Il ne s’agit pas ici d’analyser ces discussions, mais seulement de relever les exemples qui les nourrissent. 

Chez Clavius
, Piccolomini
 et Barozzi
 on rencontre l’esclave du Menon ou une allusion directe, la duplication du carré est exploitée par Clavius, Zimara ; la double série géométrique de l’âme du monde est chez Clavius
, l’angle droit, moitié de l’angle plat, par Zimara
 ; la construction du triangle équilatéral par Pereira
, Piccolomini
, Barozzi
, Biancani
 ; l’égalité des angles alternes par Piccolomini
 ; le triangle rectangle inscrit dans le demi-cercle par Piccolomini
, Zimara
, Clavius et, surtout,  la somme des angles du triangle est employée par tous les protagonistes, Barozzi
, Pereira
 ; comme le dit Piccolomini, il s’agit d’un theorema millies allegatum
; les Conimbricences prennent les exemples habituels, le triangle équilatéral, la somme des angles du triangle.
L’examen pourrait être plus exhaustif mais il montrerait, je crois, que la connaissance de Euclide (I, 32), de Euclide (III, 31) et des discussions afférentes suffisent à nourrir, à elles seules, presque toute la discussion.
Comment expliquer la spectaculaire réduction du nombre des exemples employés pour discuter du statut des vérités mathématiques ?
Le XVIe siècle est pourtant une période de grande production mathématique. Rappelons les domaines où ceci est avéré, même en se cantonnant aux mathématiques pures sans considérer les lieux et domaines pratiques qui sont extrêmement productifs à cette époque (astronomie, commerce, partage, abaques, nombres rompus, computation empirique, navigation, musique, etc.). Les méthodes de résolution des équations du troisième degré (notamment en Italie avec Cardan, Ferrari, Tartaglia, Bombelli etc.), l’apparition des « nombres impossibles » marquent l’essor de l’algèbre en occident ; les éditions d’Euclide avec de riches commentaires et la reprise des travaux arabes, les traités de perspective, les travaux sur le coniques stimulent la géométrie ; les réflexions sur la théorie des proportions explorent les différentes possibilités algorithmiques offertes par cette doctrine, les travaux arithmétiques, comme ceux de Valerio renouvellent le genre.
L’extraordinaire restriction admise par l’ensemble des auteurs pour réfléchir sur les mathématiques montre donc qu’il ne s’agit pas d’éclairer ou de comprendre « ce qui se passe » effectivement dans les mathématiques contemporaines. A cela, il peut y avoir plusieurs raisons :

Ils ne seraient pas au fait de ce qui s’y passe.

Les nouveaux objets et  méthodes ne réclament pas d’explication ou de commentaires particuliers.

Les trois ou quatre exemples traités suffisent à la tache.

La première hypothèse est exclue ; certains d’entre eux  (Clavius par exemple) sont des créateurs ou tout au moins très bien informés des travaux contemporains. La seconde n’est pas tenable si l’on songe au curieux statut des racines impossibles en algèbre, aux méthodes de quadrature de Stevin ou de Valerio… Reste donc la troisième qui mérite notre attention et nous renseigne sur la tâche que se fixent ces auteurs.

Ces philosophes des mathématiques sont presque entièrement tournés vers l’interprétation d’un corpus stabilisé (Platon, Aristote, Averroès, Proclus, Thomas en particulier). Comme si c’était cela et cela seul, qu’il convenait de comprendre. L’enjeu semble bien être de savoir si l’on a compris au mieux les thèses d’Aristote, ou de Platon et si les grands commentaires précédents sont pertinents. Il s’agit aussi de repérer les difficultés incontestables de la doctrine et de suggérer les meilleurs moyens d’y remédier. Il n’est alors pas surprenant que l’on s’appuie sur les exemples mêmes du Stagirite, ou ceux de Platon. Nous sommes bien dans un modus operandi caractéristique de l’humanisme, c’est-à-dire essentiellement plongé dans le corpus antique redécouvert. Il est vraisemblable que  l’In Euclidem de Proclus
 ait joué un grand rôle. Il semble que son commentaire au premier livre d’Euclide a vraiment circulé chez les Latins seulement à la fin du XVe siècle, mais alors, très largement. Proclus explore largement (et dans des directions qui ne sont pas toujours compatibles ou absolument cohérentes) les questions d’épistémologie mathématique qui intéressent les auteurs que nous rencontrons ici. Pourtant, le traité proclusien puise dans un échantillonnage beaucoup plus divers les cas qui nourrissent sa réflexion : en plus des exemples que l’on vient de passer en revue, il est question, chez Proclus, des lignes mécaniques, de théorie des proportions, d’application des aires, de la division du cercle en deux, des polyèdres, des diverses théories des parallèles etc.  

Le XVIIe siècle

Je ne présente pas l’essor des mathématiques de ce siècle. J’indique les différences spectaculaires dans la manière d’employer les exemples. Presque systématiquement, ils sont fondateurs de méthodes générales et de théories.

Première observation. Les philosophes des mathématiques sont souvent des mathématiciens créatifs eux-mêmes : Descartes, Roberval , Pascal, Leibniz, Huygens, Guldin,  Barrow.

Deuxième observation. Les enjeux vis à vis du corpus précédent sont très affaiblis. Non seulement, la philosophie naturelle rompt avec les doctrines anciennes, aristotéliciennes surtout, mais aussi le classement des sciences ne s’inspire plus de la tripartition aristotélicienne ou du Quadrivium  pythagoricien. C’est à nouveau frais, sur un ensemble de sciences en construction que porte la discussion.

· Descartes, pourrait-on objecter, exploite des exemples comme le problème de Pappus, le théorème de Thalès, celui de Pythagore, la quadratrice d’Hippias ou le problème de Debeaune
. 
Mais, il ne s’agit pas vraiment d’exemples ou, pas seulement d’exemples. Ces objets sont mobilisés pour produire des thèses générales de mathématiques d’une part (capables de développer ou de limiter celles-ci) et d’autre part –ou en même temps- ces thèses générales, issues des mathématiques sont fondatrices de nouvelles doctrines philosophiques : les concepts couplés de l’intuition et de la déduction, le statut de l’infini dans la théorie de la connaissance, la théorie des dimensions et de l’étendue comme attribut essentiel des corps matériels, l’ordre de la connaissance certaine. Le Problème de Pappus est certes un « exemple historique », choisi pour manifester la supériorité des méthodes cartésiennes, mais, il est exploité de telle manière que c’est le cœur de la méthode des coordonnées, du classement des courbes géométriques, de la mise en équation qui est exhibé au cours du traitement de cet « exemple » qui n’en est plus un. La quadratrice d’Hippias est à elle seule un concept : celui des courbes mécaniques et des raisons qui font que l’on doit –ou non- accepter un objet ou une procédure au sein de la géométrie. 

Les deux outils de base, les théorèmes de Pythagore et de Thalès, sont eux aussi, bien davantage que des exemples, ce qui fait dire à Descartes : 

« J'observe toujours, en cherchant une question de géométrie, que les lignes, dont je me sers pour la trouver, soient parallèles, ou s'entrecoupent à angles droits, le plus qu'il est possible; et je ne considère point d'autres théorèmes, sinon que les côtés des triangles semblables ont semblable proportion entr'eux, et que, dans les triangles rectangles, le carré de la base est égal aux deux carrés des côtés. Et je ne crains point de supposer plusieurs quantités inconnues, pour réduire la question à tels termes, qu'elle ne dépende que de ces deux théorèmes … » 
 .
Ceci se vérifie encore avec la quadratrice, qu’il faut comprendre comme archétype de courbe mécanique et avec le problème de Debeaune qui contribue à définir les frontières de la géométrie cartésienne.
· Si nous nous tournons vers Leibniz, on obtiendra des résultats du même ordre. Prenons trois cas qui pourraient passer pour des « exemples » dans la philosophie mathématique de Leibniz : la différentielle de la fonction difficulté telle qu’elle est employée pour établir la loi de la réfraction, la racine d’un nombre négatif, la définition de la droite. Ces objets, évoqués en diverses occasions, ne fonctionnent pas –eux non plus- comme de simples exemples. Ils participent à la construction d’une notion générale et n’encourent pas le reproche platonicien de la réponse singulière à une question spécifique. Si l’on demande à Leibniz en quoi consiste l’usage mathématisé des causes finales en physique, il produit toujours cette situation-là, de la réfraction lumineuse ; si on cherche à savoir ce qu’est une fiction utile en mathématique, on a soit la racine d’un négatif, soit un infiniment petit ; si on veut savoir ce qu’est un invariant (notamment dans la perspective de la caractéristique géométrique), on a forcément l’une ou l’autre des définitions de la droite. 
Le premier, exploité dans la Nova methodus
, dans l’unicum principium
, dans le tentamen anagogicum
, dans les Nouveaux essais
, sert à montrer, grâce aux mathématiques nouvelles, que la doctrine de la création est cohérente avec l’observation des phénomènes et que la physique peut se découvrir par les causes finales.
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, est un objet dont la manipulation est légitimée par le seul fait que l'extension des opérations algébriques soit non-contradictoire, soit compatible avec lui. C'est ce que révèle l'équation dite de Leibniz
 
A  = B
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A2 = B2 : 
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 = 6

         

 2 + 4 = 6    


Ceci manifeste la compatibilité.

Ce sont de purs objets de pensée, abstraits, logiquement, idéalement concevables. Cette situation ne diminue pas leur statut dans la pensée leibnizienne, au contraire, elle les rend légitimes:

“Elles ont ceci d'admirable que, dans le calcul, elles n'enveloppent rien d'absurde ou de contradictoire et que, cependant, elles ne peuvent être représentées dans la nature des choses concrètement”.“Si de telles quantités imaginaires n'étaient pas données dans le calcul, il serait impossible d'instituer des calculs généraux, c'est-à-dire de trouver des valeurs communes aux possibles et aux impossibles qui ne diffèrent que par l'explication des lettres”
.
On peut en faire le même commentaire que dans le cas de Descartes, même si les thèses générales (internes ou externes) soutenues par Leibniz, à partir de ces cas, sont différentes de celles de Descartes: la nécessité absolue et inclinante
 ; le principe de minimum ; la pensée symbolique ; l’axiomatisation radicale.

Le troisième, la définition de la droite, souvent modifiée, reprise, sert de pierre de touche de l’exigence axiomatique chez Leibniz.

· Avec Pascal, nous avons au moins une situation où un « exemple » est bien plus qu’illustratif ou représentatif d’une notion générale, mais sert à la constituer, à l’élaborer ; c’est celle de l’induction complète. 

Si nous voulons démontrer que la somme des n premiers nombres impairs est n2, la tradition (depuis Euclide) adopte des procédures génériques : en montrant que cela marche pour quelques exemples : 1, 2, 3, etc. Certaines propriétés sont trop cachées pour relever de ce procédé et surtout, il n’est pas satisfaisant d’accepter comme « universellement valide », une propriété vérifiée par induction (sur des exemples !). Exposant la conséquence 12edes définitions du Traité du triangle arithmétique, Pascal écrit en effet ceci : 

« Quoique cette proposition ait une infinité de cas, j’en donnerais dem. bien courte, en supposant deux lemmes. Le 1, qui est évident de soi-même, que cette proposition se rencontre dans la seconde base. Le 2, que si cette proposition se trouve dans une base quelconque, elle se retrouve nécessairement dans la base suivante. D’où il se voit qu’elle est nécessairement dans toutes les bases : car elle est dans la seconde base par le premier lemme ; donc par le second, elle est dans la troisième base, donc dans la quatrième, et à l’infini... Il faut donc seulement démontrer le second lemme. »
. 

Cet exemple est la réfutation de la valeur démonstrative des exemples et on sait l’immense importance qu’a eue par la suite le « principe d’induction complète » ou « de récurrence ».

Pour Pascal, l’enjeu est ici, non seulement interne à l’arithmétique, mais aussi fait partie des stratégies et des tactiques de persuasion ; il s’insère dans un ordre de persuasion qui va bien au-delà de cette seule science.

Au XVIIe siècle,  les cas évoqués et les outils forgés sont choisis dans un corpus beaucoup plus vaste et plus lié à l’actualité mathématique qu’au siècle précédent ; ils servent, non seulement à élaborer ou valider des doctrines épistémologiques ou ontologiques, mais comme creusets de méthodes ou de concepts généraux, soit pour les mathématiques elles-mêmes, soit pour les systèmes philosophiques et les théories de la connaissance et des idées. Bien sûr, les simples exemples géométriques existent aussi et sont très largement utilisés, dans des buts pédagogiques, illustratifs, ou analogiques (on pourra penser à la poésie d’idée
 qui en fait un usage assez abondant).

Ce sur quoi je souhaite insister est ceci : quand il s’agit de produire des thèses de philosophie mathématique, contrairement au siècle précédent, les auteurs du XVIIe n’utilisent pas d’exemples, mais des objets générateurs de théories ou de méthodes.
Ajustement 
Affirmée ainsi, cette thèse est trop abrupte et doit être ajustée. On a au moins un cas au XVIe  où l’exemple fonctionne comme ceux du siècle suivant et un cas inverse ou l’exemplarité, en mathématique, retrouve la tradition préclassique.
Le premier est l’exemple utilisé par Barozzi, connu depuis longtemps en géométrie, sous le nom de « merveilleux problème » : il est aussi ancien que Geminus, aux dires de Proclus. Il s’agit de la proposition 14 du second livre des Coniques d’Apollonius, qui s’énonce : « Les asymptotes et la section (l’hyperbole), prolongées à l’infini, se rapprochent toujours davantage les unes des autres, et elles en arrivent à un intervalle moindre que tout intervalle donné ».
Ce qui fait la particularité de ce problème, c’est, d’une part, l’intervention d’une notion jamais explicite dans les énoncés ou définitions  auparavant, l’infini et, d’autre part, le rôle joué par l’imagination dans la démonstration. Il faut imaginer le cône rencontrant un plan, le prolongement de la courbe et de l’asymptote à l’infini, la décroissance de la distance qui les sépare sans s’annuler, etc. L’enjeu philosophique est d’importance : il s’agit du problème de l’imagination versus la conception, qui sera précisément l’objet du livre de Barozzi
.

Comme le note Rosdi Rashed, 
« Cette nouvelle connaissance de la géométrie des coniques a également enrichi la notion de tradition, et diversifié celle d’autorité. Aux côtés d’Euclide on trouve Archimède, Proclus, Pappus, et, surtout, Apollonius. La critique est désormais autorisée, et les questions logiques relatives aux mathématiques sont inévitables. » 

Si cette remarque est juste, on a bien là une trace d’un changement dans l’usage des exemples, qui annonce effectivement ce qui adviendra au siècle suivant.

Inversement, on assiste au XVIIe siècle à une controverse entre oppose Spinoza et Barrow au cours de laquelle ils discutent de la valeur de la démonstration à partir, presque exclusivement de Euclide I, 32
. 

Dans la Lectio VI de 1664, à partir des incontournables (I,1) et (I,32) Barrow écrit : 
« Dans la leçon précédente, nous avons examiné jusqu’à un certain point l’évidence et la certitude des mathématiques ; il nous reste à défendre leur dignité et à exposer qu’elles sont réellement scientifiques, parfaites et causales… »
. 
Ce sont exactement les termes du débat du XVIe. Il défend, contre Pereira (et Piccolomini) le caractère scientifique et causal de ces démonstrations en s’appuyant notamment  sur les Seconds analytiques (I, 9).
Marco Panza est lui aussi frappé par la forte présence d’Aristote dans les justifications de Barrow (c’est exact aussi contre Wallis bref tout au long des Lectiones mathematicae  de 1664-66). Il écrit justement:

« Barrow’s proposal should be read in that perspective, not that of the internal evolution of mathematics, but rather that of a possible foundation of its new finding on the secure roots of the classical tradition…the justification of the present through its identification with, or its reduction to the pas”
. 

Panza ajoute d’ailleurs que c’est valable aussi pour Wallis.

Au cours de son argumentaire, Spinoza emprunte les même références en écrivant (lettre LVI) 
« Quand j’étudiais les Eléments  d’Euclide, j’ai connu en premier lieu que la somme des trois angles d’un triangle était égale à deux droits… »
 

Cet exemple ne s’est donc pas éteint avec les controverses du siècle précédent ; il est même fréquent chez Spinoza (Court traité, TIE, Préface des Principes de la Philosophie de Descartes, Lettre II, Cogitata Metaphysica II …). De savants commentaires récents
 montrent comment le traitement de (I,32) par Spinoza est une arme redoutable anti cartésienne, sur la doctrine des idées, des vérités éternelles, de la puissance divine.
Conclusion
Il semblerait donc que la modification du rôle des exemples dans la discussion sur la nature des mathématiques a subi un changement radical qu’il n’est pas très difficile de caractériser : c’est tout simplement que les mathématiques réellement et actuellement produites s’invitent, à partir du XVIIe siècle, au débat à propos d’elles-mêmes, ce qui n’était que faiblement le cas au cours du siècle précédent. Une conséquence en est d’ailleurs le renforcement des critères philosophiques dans certaines productions mathématiques (que l’on songe à Descartes et à Leibniz) et réciproquement, un renforcement de critères mathématiques dans certaines productions philosophiques (que l’on songe ici aux mêmes et aussi à Hobbes, Malebranche  ou Spinoza).
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Figures des exemples
Duplication du carré (Ménon)   
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Inscription d’une aire comme triangle dans un cercle (Ménon)
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Rectangles rationnels selon la dynamis
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20,21,22,23, alternée avec 30,31,32,33.


Séries arithmétiques et géométriques
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La somme des angles d’un triangle vaut deux droits. Euclide I, 32





L’angle dans le demi-cercle est droit. Euclide III, 31
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Théorème de Thalès








A  = B		  � QUOTE � ��� + � QUOTE � ��� = � QUOTE � ���


A2 = B2 :     (1 +� QUOTE � ���) + (1 - � QUOTE � ���) + 2.� QUOTE � ���. � QUOTE � ���= 6


          		2 + 2 � QUOTE � ��� = 6


         		 2 + 4 = 6    	


Calcul de Leibniz








� Thèse de doctorat de Shinichiro Higashi, Tours, 2006.


� Il y en a d’autres, mais il ne s’agit pas d’être exhaustif ; on a ici énoncé les principaux.


� Les solides réguliers sont évoqués dans le Timée (53c-55c), pour soutenir la doctrine des éléments. Ils sont évoqués, mais on ne sait si vraiment il y en a cinq ni les raisons pour lesquelles il y en aurait cinq. Autrement dit, la thèse générale de la nature géométrique du corps du monde est nette, l’exemple mathématique qui la soutient ne l’est pas.


� La méditation sur cette correspondance est au cœur de la théorie des logarithmes découverts au XVIIe siècle. Voir aussi une interprétation harmonique de ceci dans l’annexe 2 de Luc Brisson, Timée, Paris, G.F., 1999, p.284-287.


� Les variétés de traduction elles-mêmes sont significatives de la difficulté d’interprétation du passage. Cf.par exemple la note 48, p.311 de M. Narcy, in Théétète.


� Cet aspect de l’interrogation socratique a été longuement discutée par les commentateurs. On trouvera une présentation des arguments dans les notes 138 et 140 de l’édition de Monique Canto-Sperber, Ménon, Paris, GF., 1993, p.265-267  


� Les Eléments d’Euclide, notice 2 sur le livre II, Paris, PUF, vol. 1, p. 380.


� Voir les notices de Vitrac sur cette méthode, id. p. 366-385.


� La longue note 190, p.282-285 de M. Canto-Sperber donne une idée des multiples interprétations suggérées et des difficultés qu’elles rencontrent toutes. 


� Notamment  Meta. XI, 3


� Euclide, Les Eléments, livre I, Trad. Vitrac, PUF, 1990.


�  Seconds Anal. I, 24 85b ;  I, 5, 74a et aussi II, 11, 94 a27-36


� Voir encore en Physique II, 9, 200a 15-19 et en Méta.IX, 9, 1051 a 22


� Seconds Anal. II, 11, 94 a 28  et Méta. IX, 9, 1051 a 26.


� Galilée, Dialogue sur les deux grands systèmes du Monde, deuxième journée,  EN. 230, ed. Paris, Seuil, 1992, p. 218


�Méta. Z, 8, 1033b 15


� Physique, I,2, 185a 14-17


� Voir les travaux de Ugo Baldini, Jean Pepin, Alistair Crombie, Giuseppe Dell’Anna, Giulio Giacobbe, Antonella Romano, David Rabouin, Sabine Rommevaux,


� Méta Z, 10


� Clavius, Prolegomena  aux Eléments d’Euclide, cf. ref. précises in A. Romano, p.135, Hig. p.123


� Piccolomini, Commentarium de certitudine mathematicarum disciplinarum, Roma, 1547, chap. 7, thèse Higashi. p.318 sq.


� Barozzi, Opusculum in quo Oratio et dueae Quaestiones, altera de certitudine, et altera de medietate Mathematicarum continentur, Padova, 1560,  f.38, Hig. 356


� A. Romano, La contre-réforme mathématique,Ecole française de Rome, 1999, p.149


� Zimara,  Tabula dilucidationum in dictis Aristotelis et AverroisI, Supplementum III, cité in Higashi, p.154, avec référence à Aristote (Seconds Anal. II, 11, 94 a 28) et Averroès (Commentaire sur seconds analytiques.)


� Pereira, De Communibus omnium rerum naturalium pricipiis et affectionibus,Roma, 1576,  III, 8, p.84a ; Higashi 269


� Piccolomini, Commentarium, f. 107, in Hig. p.240


� Barozzi, Opusculum, f.30, Hig. 241


� Biancani, De mathematicarum natura dissertation,Bologne, 1615, p.20 , Hig. 241


� Piccolomini, Commentarium, f. 102v, in Hig. p.215


� Piccolomini, Commentarium, chap. VII, in Hig, p.212.


� Zimara, Theoremata seu memorabilium propositionum limitations, Venezia, 1543,prop. 43, f. 31, V,  in Hig. p.160


� Barozzi, Opusculum, f.24, Hig. 247


� Pereira, De Communibus omnium rerum naturalium pricipiis et affectionibus, III, 3 et III, 8, Hig.269 (entre autres occurrences)


� Piccolomini, Comentarium, f.104-105, in Higashi p.220; et encore f.107, Hig. p.227


� Proclus de Lycie, Commentaire sur le premier livre des Eléments d’Euclide, traduction, introduction et notes par Paul Ver Eecke, Bruges, Desclée de Brouwer, 1948.


� On pourra consulter, sur ces divers points, Vincent Jullien, Philosophie naturelle et géométrie au XVIIesiècle, H. Champion, 2006, chap. 2 et 3 de la partie « Géométrie ».


� Descartes à Elisabeth, 16  novembre, 1643, AT. IV, p.38


� Leibniz� XE "Leibniz" � (1684) “ Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quæ nec fractas nec irrationales quantitates moratur et singulare pro illis calculi genus ”, Acta Eruditorum, 1684, traduction française de Marc Parmentier, in Naissance du calcul différentiel, Paris, Vrin, 1989, p. 96-117.


� Leibniz� XE "Leibniz" � , “ Unicum opticae, catoptricae et dioptricae principium ”, Acta Eruditorum, 1682, traduction de S.Bachelard, à a suite de Bachelard, in Thales, 1958, t.9.


� Leibniz� XE "Leibniz" � (S.N.) « Système nouveau de la nature » et autres textes (en particulier, “ Tentamen anagogicum ” ou “ Essai anagogique sur la recherche des causes ”, écrit en 1697, Die philosophischen Schriften, éd. Gerhardt, Berlin, 1890, t.VII, p. 270-279) édités par Christiane Frémont, Paris, GF.


� Leibniz,� XE "Leibniz" �  Nouveaux essais sur l’Entendement Humain (1703), éd. Brunschwig, Paris, G.F., 1966


� Leibniz,  Mathematische Schriften, Gerhardt, tome VII, p.140 sq.


� Ibid.


� Leibniz, Recherches générales sur l'analyse des notions et des vérités. 24 thèses métaphysiques et autres textes logiques et métaphysiques, PUF-Epiméthée, 1998. p.326





� Pascal, B., Œuvres complètes, édition Lafuma, Paris, Seuil,1963, p. 53a. On trouverait presque l’équivalent chez Maurolico, vers 1550.


� L’expression désigne un genre littéraire dans lequel la forme poétique s’allie avec des contenus de savoir souvent en rapport avec la philosophie naturelle. Dans un livre récent, Philosopher en langage des Dieux  (Champion, 2008), Philippe Chométy en donne un superbe descriptif concernant le XVIIe siècle ;


� Barozi, Opusculum.


� Entre autres dans le second dialogue du Court traité ; cf l’étude de Fabrice Audié, Spinoza et les mathématiques, PUPS, 2005, p.78-79.


� Cité  dans F. Audié, p.74 n.337


� Panza, Marco, Isaac Barrow and theBounds of geometry, Reminisciences, 2008.


� Cité dans F. Audié, p. 78


� F. Audié, op.cit., p.84-85
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